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CALCUL VARIATIONNEL Workbook

Introduction au Calcul Variationnel

Calcul variationnel est une branche fondamentale des mathématiques appliquées et théoriques
qui concerne |'étude des problemes de minimisation ou de maximisation de fonctionnels,
c?est-a-dire des fonctions qui prennent d'autres fonctions comme variables. Son origine remonte
aux travaux de mathematiciens tels que Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange et Bernhard
Riemann, qui ont posé les bases pour traiter des problémes variés en physique, en ingénierie, en
économie et dans d?autres domaines scientifiques. Le calcul variationnel permet de déterminer la
trajectoire optimale, la forme la plus efficace ou la configuration qui minimise ou maximise une
guantité donnée, ce qui en fait un outil essentiel pour I?optimisation et la modélisation.

Ce domaine s?inscrit dans le cadre plus large de |?analyse fonctionnelle, et il est souvent considéré
comme une généralisation du calcul différentiel aux fonctions de plusieurs variables ou méme a des
espaces fonctionnels infinis. La richesse du calcul variationnel réside dans sa capacité a traiter des
problemes complexes, ou la variable indépendante n?est pas simplement un nombre mais une
fonction elle-méme.

Dans cet article, nous explorerons en profondeur les concepts fondamentaux du calcul variationnel,
ses méthodes principales, ses applications et ses enjeux contemporains.

Les Concepts Fondamentaux du Calcul Variationnel
Les Fonctionnels
Un point central du calcul variationnel est le concept de fonctionnel. Contrairement a une fonction
classique qui associe un nombre a un nombre, un fonctionnel associe une fonction a un nombre.
Par exemple, un fonctionnel peut étre exprimé sous la forme :

- Jlyl = ?_a”b F(x, y(x), y'(x)) dx

ou y(x) est une fonction admissible, y'(x) sa dérivée, et F une fonction appelée intégrand. Le but est
souvent de déterminer la fonction y(x) qui minimise ou maximise J[y].

Les fonctionnels apparaissent dans de nombreux problémes physiques, comme le principe de
moindre action en mécanique, ou on cherche la trajectoire qui minimise I?action.
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Les Variations

Le terme "variation" désigne la petite modification apportée a une fonction y(x), notée généralement
?y(x). En calcul variationnel, on étudie comment le fonctionnel J[y] change quand y est modifiée par
une petite variation.

L?objectif est de trouver la fonction y(x) qui rend la premier variation ?J nul, ce qui méne a une
condition nécessaire pour I?extremum, souvent une équation différentielle appelée équation du
probleme variationnel.

Les Conditions d?Optimalité

Pour déterminer la fonction optimale, on utilise des conditions d?optimalité. La plus célébre est la
condition du premier ordre, qui stipule que la variation du fonctionnel doit s?annuler pour la solution
optimale :

-?2Jy]=0

Ce principe meéne a I?équation d?Euler-Lagrange, qui est une condition différentielle que doit
satisfaire la fonction y(x).

Les Méthodes Principales du Calcul Variationnel

L?Equation d?Euler-Lagrange

L?un des outils fondamentaux du calcul variationnel est I?équation d?Euler-Lagrange. Elle permet
de transformer un probleme de minimisation (ou maximisation) d?un fonctionnel en une équation

différentielle ordinaire dont la solution est la fonction optimale.

Pour un fonctionnel de la forme :

-Jly]=?_a™ F(x,y, y) dx

L?équation d?Euler-Lagrange est donnée par :

?F/?y - dldx (?F/?y") =0

Cette équation doit étre résolue pour y(x). Elle constitue une condition nécessaire, et sous certaines
conditions, suffisante pour que y(x) soit une solution optimale.

Les Conditions de Lagrange et les Contraintes
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Dans certains problémes, la solution doit satisfaire des contraintes supplémentaires, par exemple :

- G(X1 Y, yl) =0

Pour traiter ces cas, on introduit des multiplicateurs de Lagrange, permettant d?intégrer les
contraintes dans le probleme variationnel. La méthode consiste a former un fonctionnel augmenté :
Jly, ?] =Jlyl + ? Gly]

ou ? est un multiplicateur de Lagrange. La résolution de ces problémes conduit a un systeme
d?équations différentielles et algébriques.

Les Méthodes Numériques
De nombreux problémes variationnels ne peuvent pas étre résolus analytiquement. Le calcul

variationnel s?appuie donc aussi sur des méthodes numériques, telles que :

- Discrétisation du probléme (par exemple, méthodes de différences finies ou éléments finis)
- Optimisation sous contraintes
- Itérations pour ajuster la solution jusqu?a atteindre la convergence

Ces techniques permettent d?obtenir des solutions approchées dans des cas complexes ou non
linéaires.

Applications du Calcul Variationnel
En Physique
Le calcul variationnel est omniprésent en physique, notamment dans :

- Le principe de moindre action : La trajectoire d?un systéme mécanique est celle qui minimise
[?action, un certain fonctionnel du mouvement.

- La relativité générale : La courbure de I?espace-temps est déterminée par une équation
variationnelle dérivée de |?action d?Einstein.

- La mécanique quantique : La méthode de la fonctionnelle d?onde repose sur des principes
variationnels.

En Ingénierie

Les ingénieurs utilisent le calcul variationnel pour optimiser la conception de structures, de
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trajectoires ou de systemes :

- Conception de ponts ou d?avions : Trouver la forme optimale pour minimiser la matériau utilisé
tout en assurant la stabilité.

- Trajectoire de robots ou véhicules autonomes : Définir la trajectoire qui minimise 1?énergie ou le
temps de parcours.

- Optimisation en contrdle : Définir des stratégies de contrble pour atteindre un objectif tout en
respectant des contraintes.

En Economie
Le calcul variationnel trouve aussi des applications en économie, notamment dans la modélisation

de problémes d?optimisation a long terme, comme :

- La maximisation du profit sur une période donnée, en considérant des investissements ou des
ressources variables dans le temps.
- La détermination des stratégies d?allocation optimale des ressources.

Les Défis et Enjeux Contemporains

Problemes Non Linéaires et Complexes

De nombreux probléemes variationnels modernes sont non linéaires, ce qui complique leur
résolution. La recherche de solutions approchées a [?aide de méthodes numériques sophistiquées
est donc essentielle.

Problemes a Espaces Fonctionnels Infinis

Le calcul variationnel s?étend souvent a des espaces fonctionnels infiniment dimensionnels, comme
les espaces de Hilbert ou de Banach, ce qui nécessite un cadre mathématique avancé.

Intégration avec I?Intelligence Artificielle
Le développement récent de I?intelligence artificielle et de |?apprentissage automatique ouvre de

nouvelles perspectives pour résoudre des problemes variationnels complexes, notamment dans la
modélisation et I?optimisation de systémes dynamiques.

Conclusion
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Le calcul variationnel est un domaine essentiel des mathématiques appliquées, permettant de
modéliser, analyser et résoudre une grande variété de problemes d?optimisation. Sa puissance
réside dans sa capacité a transformer des problemes globaux en équations différentielles, souvent
solvables avec des méthodes analytiques ou numériques. Son importance ne cesse de croitre avec
les défis technologiques et scientifiques contemporains, ou |?optimisation et la modélisation jouent
un réle crucial. La maitrise des principes et des méthodes du calcul variationnel constitue ainsi un
atout majeur pour tout chercheur ou ingénieur ?uvrant dans des disciplines exigeant la recherche de
solutions optimales dans des contextes complexes.

Calcul variationnel : une plongée approfondie dans la méthode fondamentale de I?analyse
mathématique

Le calcul variationnel est une branche essentielle de I?analyse mathématique, jouant un réle crucial
dans divers domaines scientifiques et techniques. Son objectif principal consiste & déterminer les
fonctions qui minimisent ou maximisent une certaine quantité, souvent représentée par une
intégrale. Que ce soit en physique, en ingénierie, en économie ou en sciences sociales, le calcul
variationnel fournit un cadre rigoureux pour résoudre des problemes d?optimisation fonctionnelle,
permettant d?établir des lois fondamentales et de modéliser des phénomenes complexes.

Dans cet article, nous explorerons en détail le calcul variationnel, ses fondements théoriques, ses
principales méthodes, ses applications concretes, ainsi que ses défis et perspectives futures.

Qu?est-ce que le calcul variationnel ?

Le calcul variationnel est une branche de I?analyse mathématique qui traite de la recherche de
fonctions optimales. Contrairement au calcul différentiel classique, qui concerne la dérivée d?une
fonction en un point, le calcul variationnel s?intéresse aux variations d?une fonction dans un espace
fonctionnel, afin de déterminer celles qui minimisent ou maximisent une certaine quantité.

Définition formelle

Il s?agit généralement de résoudre des problémes du type :

> Trouver une fonction \( y(x) \) qui minimise (ou maximise) une fonctionnelle \( J[y] \), souvent sous
certaines contraintes, telles que :

\[
Jly] =\int_{a}*{b} F(x, y(x), y'(x)) \, dx

\
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ou \( F\) est une fonction donnée, et \( y'(x) \) désigne la dérivée de \( y\) par rapport a \( x \).

Ce type de probleme, appelé probleme variationnel, consiste a déterminer la fonction \( y(x) \) qui
rend I?intégrale \( J[y] \) stationnaire (c?est-a-dire dont la variation est nulle).

Dimensions conceptuelles

Le calcul variationnel peut se conceptualiser comme une extension du calcul différentiel, ou I?on
cherche non pas la dérivée d?une fonction en un point, mais la variation d?une fonction dans un
espace fonctionnel. Il s?agit d?un passage du point a I7ensemble de toutes les fonctions possibles,
ce qui complexifie mais enrichit la problématique.

Historique et développement du calcul variationnel
Origines anciennes

Les origines du calcul variationnel remontent au XVlle siecle, avec les travaux de Fermat, qui
envisageaient des principes pour la lumiere, et de Bernoulli, qui s?intéressait a la brachistochrone
(le probléme de la courbe la plus rapide pour un corps glissant sans frottement).

Développements majeurs

- Euler et Lagrange : Au XVllle siécle, Leonhard Euler et Joseph-Louis Lagrange ont formalisé la
meéthode du calcul variationnel, introduisant |?équation d?Euler-Lagrange, un outil central pour
résoudre ces problemes.

- Hamilton : Au XIXe siécle, William Rowan Hamilton a étendu la formalisation, donnant
naissance a la mécanique hamiltonienne, qui repose sur des principes variationnels.

- Théories modernes : Au XXe siécle, le calcul variationnel a intégré des concepts issus de
I?analyse fonctionnelle, avec des applications en contrdle optimal, en théorie des systémes, et en
physique quantique.

Principales notions et outils du calcul variationnel
La fonctionnelle

Une fonctionnelle est une application qui associe a chaque fonction \( y \) une valeur réelle, souvent
donnée par une intégrale. Par exemple :

\[
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Jly] =\int_{a}{b} F(x, y(x), y'(x)) \, dx

\

La stationnarité

Trouver une fonction optimale consiste a rechercher une stationnarité de la fonctionnelle,
c?est-a-dire une fonction \( y ) telle que la variation \( \delta J \) soit nulle. Cela conduit a I?équation
d?Euler-Lagrange.

L?équation d?Euler-Lagrange

C?est la condition nécessaire pour qu?une fonction \( y \) soit une extrémale (minimum ou
maximum) de la fonctionnelle \( J \). Elle s?écrit :

\[
\frac{\partial F}{\partial y} - \frac{d}{dx} \left( \frac{\partial F}{\partial y'} \right) = 0
\

Cette équation est une équation différentielle ordinaire dont la solution \( y(x) \) fournit la fonction
optimale.

Les conditions aux limites

Selon le probléme, certaines valeurs de la fonction ou de sa dérivée sont fixées a I?intérieur de
[?intervalle, ce qui impose des conditions aux limites pour la résolution de I?équation
d?Euler-Lagrange.

Méthodes de résolution en calcul variationnel

La méthode analytique

Elle consiste a dériver I?équation d?Euler-Lagrange, puis a résoudre cette équation différentielle.
Selon la complexité de \( F ), cela peut nécessiter diverses techniques, comme la substitution,
[?intégration directe ou des méthodes numériques.

La méthode du gradient

Pour des problemes plus complexes ou non linéaires, des méthodes numériques, telles que la
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descente de gradient ou la méthode de Newton, sont utilisées pour approcher la solution optimale.
La théorie de la convexité

La convexité de la fonction \( F\) en \('y'\) garantit souvent |?existence et |?unicité d?une solution,
en simplifiant la résolution du probléme.

Approches numériques

- Méthodes de discrétisation : transformer le probléme en un probléme d?optimisation discret.

- Méthodes de relaxation : pour traiter des contraintes complexes ou des problémes avec
plusieurs extrémales possibles.
Applications concretes du calcul variationnel
En physique

- Principe de moindre action : fondement de la mécanique classique, ou la trajectoire d?un
systeme est celle qui minimise |?action, une intégrale de Lagrangien.

- Optique géométrique : la trajectoire de la lumiére suit le principe de Fermat, qui peut étre
formulé comme un probléme variationnel.

- Mécanique analytique : formulation de lois du mouvement a partir de principes variationnels.
En ingénierie

- Optimisation de structures : conception de ponts, batiments ou véhicules pour minimiser la
masse tout en assurant la stabilité.

- Contréle optimal : détermination de stratégies de commande pour minimiser un colt ou
maximiser une performance.
En économie et sciences sociales

- Théorie du consommateur : optimisation du choix de consommation pour maximiser le utilité.

- Problemes de distribution : allocation optimale des ressources ou planification.

En biologie et médecine
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- Modélisation de trajectoires : étude de mouvements ou de flux biologiques optimaux.
- Imagerie médicale : reconstruction d?images a partir de données optimisées.

Défis et limites du calcul variationnel

Malgré ses puissantes applications, le calcul variationnel présente plusieurs défis :

- Problemes avec contraintes complexes : les contraintes non linéaires ou multiples compliquent
la résolution.

- Existence et unicité : garantir gu?une solution existe et qu?elle est unique n?est pas toujours
trivial.

- Problemes non convexes : peuvent avoir plusieurs solutions locales, rendant la recherche de la
solution globale difficile.

- Complexité computationnelle : les problemes du monde réel impliqguent souvent des équations
différentielles non linéaires difficiles a résoudre analytiquement.

Perspectives futures et innovations

Le calcul variationnel continue d?évoluer, notamment grace aux avancées en informatique et en
mathématiques appliquées :

- Intelligence atrtificielle et machine learning : intégration de techniques d?optimisation pour
résoudre des problémes variationnels complexes.

- Calcul haute performance : utilisation de superordinateurs pour traiter des modéles tres
détaillés.

- Analyse numeérique avancée : développement d?algorithmes plus efficaces pour la résolution de
problemes a haute dimension.

De plus, le calcul variationnel trouve de plus en plus d?applications dans des domaines émergents,
tels que la robotique autonome, la modélisation climatique, ou encore la bio-informatique.

Conclusion

Le calcul variationnel demeure une pierre angulaire de I?analyse mathématique et de ses
applications dans le monde réel. En fournissant un cadre rigoureux pour I?optimisation de fonctions
complexes, il permet d?aborder des problématiques variées, allant de la physique fondamentale a
I?ingénierie moderne. Si ses méthodes et théories ont été établies depuis plusieurs siecles, ses
enjeux et ses applications continuent de s?élargir, alimentés par I?innovation technologique et la
nécessité de modéliser des systemes de plus en plus sophistiqués. Son avenir semble prometteur,
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notamment avec |?intégration croissante des outils numérigues et de I?intelligence artificielle, qui
ouvriront de nouvelles voies pour I?exploration et la résolution de problémes variationnels
complexes.

QuestionAnswer Qu'est-ce que le calcul variationnel et a quoi sert-il en mathématiques ? Le
calcul variationnel est une branche des mathématiques qui étudie la recherche des fonctions
optimales pour des intégrales dépendant d'une fonction inconnue. Il est utilisé pour résoudre des
problemes ou I'objectif est de trouver la courbe qui minimise ou maximise une certaine grandeur,
notamment en physigue, économie ou ingénierie. Quels sont les principaux outils du calcul
variationnel ? Les principaux outils incluent le principe de moindre action, les équations
d'Euler-Lagrange, ainsi que les concepts de fonctionnelles, de conditions aux limites et de condition
de stationnarité pour déterminer les fonctions optimales. Comment résoudre une équation
d'Euler-Lagrange dans le cadre du calcul variationnel ? Pour résoudre une équation
d'Euler-Lagrange, on dérive la fonctionnelle a optimiser par rapport a la fonction inconnue, puis on
établit une équation différentielle appelée équation d'Euler-Lagrange. La solution de cette équation
donne la fonction qui optimise la probleme variationnel. Quelles sont les applications concretes du
calcul variationnel ? Le calcul variationnel est utilisé en physique pour la mécanique analytique et la
théorie de la relativité, en ingénierie pour la conception optimale, en économie pour la maximisation
de profits ou minimisation de codts, ainsi qu'en biologie pour modéliser des processus
d'optimisation. Quelle est la différence entre un probléeme de minimisation et un probléme de
maximisation en calcul variationnel ? En calcul variationnel, un probleme de minimisation cherche la
fonction qui minimise une certaine functional, tandis qu'un probléme de maximisation cherche celle
gui maximise cette derniére. La méthode de résolution est similaire, mais les conditions d'optimalité
peuvent différer selon 'objectif. Quels sont les défis courants rencontrés lors de I'application du
calcul variationnel ? Les défis incluent la résolution d'équations différentielles complexes, la gestion
des contraintes supplémentaires, la vérification de la stationnarité versus le vrai optimum, et la
modélisation précise du probleme physique ou économigue sous-jacent.

Related keywords: calcul variationnel, calcul variation, principe variationnel, équations

variationnelles, méthode variationnelle, optimisation variationnelle, calcul intégral, probléme
variationnel, fonctionnelle, Euler-Lagrange

introduction au calcul variationnel en physique a

Introduction au calcul variationnel en physique a

Le calcul variationnel constitue une branche essentielle des mathématiques appliquées, jouant un
réle fondamental dans la formulation et la résolution de nombreux problemes en physique. En
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particulier, il permet d?établir des principes physiques fondamentaux, tels que le principe de
moindre action, qui sont a la base de la mécanique classique, de la mécanique quantique, de la
relativité, et d?autres domaines. La compréhension du calcul variationnel en physique nécessite
une connaissance claire de ses principes, de ses méthodes, ainsi que de ses applications concrétes
dans I?analyse de phénomeénes naturels.

Dans cet article, nous explorerons en détail |?introduction au calcul variationnel en physique, en
abordant ses concepts clés, ses techniques principales, ainsi que ses applications pratiques. Que
vous soyez étudiant, chercheur ou passionné de physique, cette synthese vous offrira une
compréhension approfondie de cette discipline cruciale.

QuZ?est-ce que le calcul variationnel ?
Définition et contexte

Le calcul variationnel est une branche des mathématiques qui concerne la recherche de fonctions
qui minimisent ou maximisent une certaine grandeur appelée « fonctionnelle ». Contrairement aux
calculs classiques qui portent sur des valeurs numeriques, le calcul variationnel porte sur des
fonctions entieres ou des trajectoires.

En physique, cette discipline permet de formuler et de résoudre des problemes ou I?objectif est de
déterminer la trajectoire ou I?état d?un systeme physigue qui minimise ou maximise une quantité
physique spécifique, comme I?énergie ou |?action.

Historique et origine

L?origine du calcul variationnel remonte au XVllle siecle avec les travaux de Leonhard Euler et
Joseph-Louis Lagrange, qui ont développé des méthodes pour résoudre des problémes variés en

mécanique. La formalisation de ces méthodes a permis de poser les bases de la mécanique
analytique et a ouvert la voie a des avancées majeures en physique théorique.

Principes fondamentaux du calcul variationnel en physique
Le principe de moindre action
Le principe de moindre action est la pierre angulaire du calcul variationnel en physique. Il stipule

gue la trajectoire suivie par un systeme physique entre deux états donnés est celle qui rend |?action
stationnaire (souvent minimale).

- Action (S) : une grandeur physique définie par une intégrale de la lagrangienne \( L(q, \dot{q}, t)
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\) sur le temps, ou \( q\) représente la configuration du systeme, \( \dot{g} \) sa vitesse, et \(t\) le
temps.
- Formulation mathématique : \( S[q(t)] = \int_{t_1}\t 2} L(qg, \dot{q}, t) \, dt\)

Ce principe permet de dériver les équations du mouvement, comme les équations de Lagrange, en
trouvant la fonction \( q(t) \) qui rend cette action stationnaire.

Les équations de Euler-Lagrange
Les équations d?Euler-Lagrange constituent le résultat central du calcul variationnel appliqué a la
mécanique. Elles donnent la condition nécessaire pour qu?une fonction \( q(t) \) soit une extrémale
du fonctionnelle de I?action.

- Forme générale :
\[ \frac{d}{dt} \left( \frac{\partial L}{\partial \dot{q}} \right) - \frac{\partial LK{\partial q} = 0 \]

- Application : En résolvant cette équation différentielle, on obtient la trajectoire physique du
systéme.
Techniques clés du calcul variationnel en physique
Méthode de la variation
Le c?ur du calcul variationnel repose sur la notion de variation d?une fonction \( q(t) \). La variation

\(\delta q(t) \) représente une petite perturbation de la trajectoire. La démarche consiste a :

- Calculer la variation du fonctionnelle (par exemple, de I?action).
- Imposer que cette variation soit nulle pour obtenir la condition d?optimalité.
- Déduire les équations du mouvement a partir de cette condition.

Le principe de stationnarité
Ce principe affirme que la fonction \( q(t) \) qui rend la fonctionnelle stationnaire (minimum,
maximum ou point selle) satisfait aux équations d?Euler-Lagrange. La stationnarité ne signifie pas

toujours un minimum absolu, mais une extréme dans le sens mathématique.

Applications de la méthode variationnelle
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- Résolution de problémes de mécanique classique

- Détermination des trajectoires en optique (principe de Fermat)
- Etude de systémes en mécanique quantique

- Analyse en relativité générale

Applications du calcul variationnel en physique
En mécanique classique

Le calcul variationnel permet de dériver les lois du mouvement en mécanique classique via le
principe de moindre action. Par exemple, la trajectoire d?un projectile ou d?un systeme mécanique
complexe peut étre déterminée en résolvant 1?équation d?Euler-Lagrange.

En optique

Le principe de Fermat, qui stipule que la lumiére suit le chemin de moindre temps, peut étre formulé
a |?aide du calcul variationnel. La trajectoire lumineuse optimise le temps de parcours, ce qui
permet de déduire la loi de Snell et autres phénomenes optiques.

En mécanique quantique

La formulation de Feynman repose sur la somme des amplitudes de toutes les trajectoires
possibles, mais le calcul variationnel intervient dans la recherche de trajectoires stationnaires qui
dominent la contribution.

En relativité générale

L?action de Einstein-Hilbert, intégrale de la courbure de I?espace-temps, est une fonctionnelle dont
la variation conduit aux équations d?Einstein, décrivant la dynamique de la gravitation.

Conclusion : importance et avenir du calcul variationnel en physique

Le calcul variationnel en physique constitue un outil puissant et flexible permettant d?aborder des
problémes complexes en établissant des principes fondamentaux. Sa capacité a transformer des
problémes physiques en problémes mathématiques d?optimisation en fait une discipline
incontournable, aussi bien en théorie qu?en applications pratiques.

Avec |?avenement des nouvelles technologies et I?extension de la physique théorique, le calcul
variationnel continue de jouer un réle crucial dans la recherche. Des domaines émergents comme la
physique quantique, la cosmologie, ou la physique des matériaux bénéficient grandement de ses
méthodes innovantes.
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En résumé, maitriser le calcul variationnel est essentiel pour comprendre et analyser les lois
fondamentales de la nature, faire avancer la recherche scientifique, et développer de nouvelles
technologies basées sur la compréhension des phénomenes physiques.

Mots-clés pour le référencement SEO : calcul variationnel, physique, principe de moindre action,
éguations de Euler-Lagrange, mécanique classique, optique, mécanique quantique, relativité,
principes fondamentaux, applications du calcul variationnel, optimisation en physique, trajectoires
stationnaires

Introduction au calcul variationnel en physique

Le calcul variationnel en physique constitue une branche fondamentale qui explore comment
optimiser ou déterminer les trajectoires, champs ou configurations physiques en utilisant des
principes mathématiques sophistiqués. En intégrant des méthodes issues des mathématiques
avanceées, notamment le calcul différentiel et intégral, le calcul variationnel offre un cadre puissant
pour comprendre et modéliser une multitude de phénomeénes naturels, allant de la mécanique
classique a la physique quantique. Cette discipline permet d?établir des équations fondamentales
qui décrivent le comportement de systemes complexes, en s?appuyant sur des concepts tels que la
fonctionnelle, I?action, et le principe de moindre action.

Dans cet article, nous explorerons en détail ce qu?est le calcul variationnel, ses principes de base,
ses applications en physique, ainsi que les outils mathématiques essentiels pour s?y aventurer. Que
vous soyez étudiant, chercheur ou passionné de physique théorique, cette introduction vous offrira
une compréhension solide du role crucial que joue le calcul variationnel dans I?analyse des
phénomenes physiques.

Qu?est-ce que le calcul variationnel ?
Définition et contexte historique

Le calcul variationnel est une branche des mathématiques qui s?intéresse a la recherche des
fonctions optimales ou stationnaires d?une fonctionnelle, c?est-a-dire d?une fonction qui dépend
d?une ou plusieurs autres fonctions. En d?autres termes, il s?agit de déterminer la fonction (ou les
fonctions) qui minimisent ou maximisent une certaine grandeur globale, exprimée sous forme
d?intégrale.

Historiquement, le calcul variationnel a été développé au XIXe siécle, notamment par Leonhard
Euler et Joseph-Louis Lagrange, dans le but de formaliser et résoudre les problemes d?optimisation
liés a la mécanique et a d?autres domaines scientifiques. Ces méthodes ont permis de formaliser le
principe de moindre action, pierre angulaire de la physique classique.
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Le lien avec la physique

En physique, le calcul variationnel est souvent utilisé pour dériver les équations du mouvement ou
d?autres lois fondamentales a partir de principes généraux. Par exemple, le principe de moindre
action stipule que la trajectoire réelle d?un systéme physique est celle qui rend |?action stationnaire
(souvent un minimum). Autrement dit, plutét que de résoudre directement les équations du
mouvement, on peut chercher la trajectoire qui minimise une certaine fonctionnelle, ce qui est
souvent plus simple et plus intuitif.

Principes fondamentaux du calcul variationnel en physique

La fonctionnelle

Au c?ur du calcul variationnel se trouve la notion de fonctionnelle, qui est une application qui
associe a une fonction une valeur numérique. Par exemple, I?action \( S \) en mécanique est une

fonctionnelle qui associe a une trajectoire \( q(t) \) la valeur de |?intégrale de la lagrangienne sur le
temps :

\[
S[q(®] = \int_{t_1}Mt_2} L(q(®), \dot{g}(®), 1) \, dt
\]

ou \( L) est la lagrangienne, une fonction qui dépend de la position \( q(t) \), de la vitesse \(
\dot{g}(t) \), et du temps \( t\).

La variation d?une fonctionnelle

Pour déterminer la trajectoire optimale, on considere une famille de fonctions proches de la
trajectoire candidate. La variation de la fonctionnelle correspond a |?incrément de \( S\) lorsque la
fonction \( q(t) \) est modifiée Iégérement :

\[

\delta S = \lim_{\varepsilon \to 0} \frac{S[q(t) + \varepsilon \eta(t)] - S[q(t)]}{\varepsilon}

\

ou \( \eta(t) \) est une fonction de variation, généralement nulle aux bornes.
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La condition d?optimalité : I?équation d?Euler-Lagrange

Le principe central du calcul variationnel en physique est que la trajectoire optimale rend la variation
de la fonctionnelle nulle :

\[
\deltaS=0
\|

En appliquant cette condition, on obtient I?équation d?Euler-Lagrange, qui doit étre satisfaite par la
fonction \( q(t) \) :

\[
\frac{\partial LK{\partial q} - \frac{d}{dt} \left( \frac{\partial L}{\partial \dot{q}} \right) = 0
\

Cette équation est la pierre angulaire qui relie la formulation variationnelle aux lois du mouvement
en mécanique classique, par exemple.

Applications du calcul variationnel en physique
La mécanique classique

L?application la plus célebre du calcul variationnel en physique est le principe de moindre action.
Selon ce principe, la trajectoire suivie par un systéme mécanique est celle qui minimise (ou rend
stationnaire) I?action \( S\). En utilisant I?équation d?Euler-Lagrange, on dérive directement les

éguations du mouvement (les lois de Newton dans un formalisme différent).

Exemple : La trajectoire d?une particule sous I?influence d?un champ de force peut étre déterminée
en minimisant |?action, ce qui conduit aux équations du mouvement de Newton ou de Lagrange.

La relativité

En relativité restreinte et générale, le calcul variationnel sert aussi a déterminer des trajectoires ou
des champs qui respectent des principes d?optimisation selon des métriques spécifiques, comme
[?intervalle de spacetime ou la courbure de I?espace-temps. Par exemple, le chemin d?une
particule en relativité générale est celui qui minimise I?intervalle de ligne, ce qui est formulé a



CALCUL VARIATIONNEL Workbook Vol. 2024, Issue 8

travers un principe variationnel.

La physique quantique

Dans la mécanique quantique, le calcul variationnel apparait dans la méthode de la fonctionnelle de
la densité ou dans la formulation de Feynman, ou I1?on considére toutes les trajectoires possibles et
pése leur contribution par une phase complexe. La méthode variationnelle est également utilisée
pour approcher la solution d?équations de Schrodinger, notamment dans la méthode variationnelle
de I?approximation.

La théorie des champs

Les principes variationnels sont fondamentaux dans la formulation des théories des champs, y
compris la théorie quantique des champs. La dynamique des champs de force, comme le champ
électromagnétique ou le champ de Higgs, est dérivée en minimisant une action fonctionnelle, ce qui
conduit aux équations de Maxwell ou aux équations de Yang-Mills.

Outils mathématiques essentiels

La formule d?Euler-Lagrange

C?est |?outil central pour transformer un probléeme de minimisation d?une fonctionnelle en une
éqguation différentielle :

\[

\frac{\partial LK{\partial q} - \frac{d}{dt} \left( \frac{\partial L}{\partial \dot{q}} \right) = O

\

Les conditions de frontiére

Pour que la variation soit valable, il faut souvent imposer des conditions de frontiére, telles que :
- La position initiale et finale est fixée : \(q(t_ 1) =q_1\),\(g(t 2) =qg_2\).
- La variation \( \eta(t) \) est nulle aux bornes.

La méthode de Hamilton-Jacobi

Une autre formulation du calcul variationnel en mécanique qui consiste a transformer le probleme
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en une équation aux dérivées partielles, facilitant parfois la résolution.
La méthode de Lagrange multipliers

Utilisée lorsque des contraintes doivent étre imposées dans le probléme de maximisation ou
minimisation.

Conclusion : I?importance du calcul variationnel en physique

Le calcul variationnel en physique est une discipline essentielle pour comprendre comment les lois
fondamentales émergent de principes d?optimisation. Il offre une perspective élégante et puissante
pour modéliser des systemes variés, en fournissant des outils pour dériver les équations du
mouvement, analyser la stabilité, ou encore optimiser des configurations physiques.

Maitriser cette discipline permet non seulement d?approfondir sa compréhension de la physique
théorique, mais aussi d?aborder des problématiques complexes dans des domaines aussi divers
gue la mécanique, la relativité, la mécanique quantique ou la théorie des champs. En somme, le
calcul variationnel constitue un pont entre la mathématique abstraite et la description concrete du
monde physique.

Que vous soyez étudiant ou chercheur, il est essentiel de se familiariser avec ces concepts pour
exploiter tout le potentiel qu?offre cette approche. La beauté du calcul variationnel réside dans sa
capacité a révéler la simplicité sous la complexité apparente des lois de la nature.

QuestionAnswer Qu'est-ce que le calcul variationnel en physique? Le calcul variationnel en
physique est une branche mathématique qui consiste a trouver la fonction optimale qui minimise ou
maximise une certaine grandeur, souvent sous des contraintes, afin de décrire des systemes
physiques de maniéere précise. Comment le calcul variationnel est-il utilisé en mécanique classique?
En mécanique classique, le calcul variationnel permet de dériver les équations du mouvement via le
principe de moindre action, notamment a travers la formulation de Lagrange et I'action intégrale.
Qu'est-ce que le principe de moindre action? Le principe de moindre action stipule que le chemin
suivi par un systeme physique minimise (ou rend stationnaire) I'action, une grandeur intégrale
dépendant des coordonnées et de leurs dérivées dans le temps. Quels sont les éléments de base
du calcul variationnel en physique? Les éléments clés incluent la fonction a optimiser (fonctionnelle),
la variation de cette fonction, I'équation d'Euler-Lagrange, et les conditions aux limites pour
déterminer la trajectoire optimale. Quelle est I'importance de I'équation d'Euler-Lagrange en calcul
variationnel? L'équation d'Euler-Lagrange fournit la condition nécessaire pour qu'une fonction soit
une extremale d'une fonctionnelle, permettant de déterminer les équations du mouvement d'un
systeme physique. Comment le calcul variationnel facilite-t-il la compréhension des systemes
physiques complexes? Il permet de formuler des lois physiques de maniére compacte et générale,
en trouvant les trajectoires ou configurations qui optimisent une grandeur donnée, méme dans des
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systemes avec de nombreuses variables ou contraintes. Quels sont les défis courants lors de
I'application du calcul variationnel en physique? Les défis incluent la résolution d'équations
différentielles non triviales, la gestion des contraintes, et la nécessité de conditions aux limites
précises pour déterminer des solutions physiques réalistes. Comment le calcul variationnel est-il
relié a la quantique ou a la relativité? Dans la physique quantique, le calcul variationnel est utilisé
pour déterminer la fonction d'onde optimale, tandis qu'en relativité, il sert a établir des équations de
mouvement dans un cadre géométrique, en utilisant des principes similaires d'optimisation. Quelles
compétences préalables sont nécessaires pour étudier le calcul variationnel en physique? Il est
important d'avoir des connaissances solides en calcul différentiel et intégral, en équations
différentielles, en physique classique, et en mathématiques avancées telles que l'algebre linéaire et
la géométrie différentielle.
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